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Basisprüfung Lineare Algebra

Wichtige Hinweise

• Zweistündige Prüfung.

• Erlaubte Hilfsmittel: 20 A4-Seiten eigene Notizen (von Hand geschrieben). Ta-

schenrechner sind NICHT erlaubt.

• Alle Aufgaben werden gleich gewichtet (jeweils 6 Punkte).

• Begründen Sie Ihre Aussagen. Nicht motivierte Lösungen (ausser bei der Multiple-

Choice-Aufgabe) werden nicht akzeptiert!

• Tragen Sie die Lösung von Aufgabe 6 (Multiple Choice) auf dem Extrablatt ein.
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• Bitte füllen Sie zuerst das Deckblatt aus.

• Legen Sie Ihre Legi auf den Tisch.

• Schalten Sie Ihr Handy aus.

• Beginnen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite, und schreiben Sie

Ihren Namen auf alle Blätter.

• Bitte nicht mit Bleistift schreiben. Auch nicht mit rot oder grün.

• Versuchen Sie Ihren Lösungsweg möglichst klar darzustellen

und arbeiten Sie sorgfältig!

• Schauen Sie das Prüfungsblatt erst an, wenn der

Assistent das Signal dazu gibt!

Viel Erfolg!

 



1. (6 Punkte) Gegeben sei die Matrix
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a) Zeigen Sie, dass die Spaltenvektoren orthogonal sind.

b) Zeigen Sie, dass die Spaltenvektoren linear unabhängig sind.

c) Geben Sie eine QR-Zerlegung von A an.

2. (6 Punkte) Gegeben sei das Ausgleichsproblem: finde x 2 R2
so dass

x = argmin
v2R2

kAv � bk2, (1)

wobei

A =
1

2

2

64
2
p
2 2

p
2

3 �3

�3 3

3

75 , b =

2

64

p
2

1

1

3

75 .

a) Lösen Sie (1) mithilfe einer Singulärwertzerlegung.

b) Schreiben Sie die Normalengleichungen für (1) in kompakter Form und lösen Sie sie.

3. (6 Punkte) Gegeben sei die Matrix

A =

2

64
�1 6 �12

0 �13 30

0 �9 20

3

75 .

a) Bestimmen Sie eine Matrix T und eine Diagonalmatrix D, so dass A = TDT�1
.

b) Bestimmen Sie ker(A) und Bild(A).

4. (6 Punkte) Für alle i 2 {0, 1, 2, 3, 4} sei ri : R ! R definiert durch ri(t) = ti. Sei G3 =
span{r0, r2, r4} und U2 = span{r1, r3}. Betrachten Sie die folgende Abbildung A : G3 ! U2 de-

finiert für alle x 2 G3 und alle t 2 R durch

(
x 7! A(x),

A(x)(t) = tx00(t).

a) Zeigen Sie, dass A eine lineare Abbildung ist.

b) Durch welche Matrix A wird A beschrieben, wenn wir die Monome als Basen in beiden Räu-

men verwenden?

Siehe nächstes Blatt!



c) Zeigen Sie, dass {p1, p2, p3} und {q1, q2} Basen von G3 und U2 sind, wobei p1(t) = 1 + t2,

p2(t) = 1� t2, p3(t) = 1 + t2 + t4, q1(t) = t und q2(t) = 3t+ 2t3.

d) Welches ist die neue Matrix B, die A nach diesem Basiswechsel (die neuen Basen sind in

c) gegeben) beschreibt?

5. (6 Punkte) Gegeben ist für n 2 N mit n > 1 und a, b 2 R, a 6= 0, die Matrix

A =

2

66664

b a · · · a

a b
. . .

.

.

.

.

.

.
. . .

. . . a

a · · · a b

3

77775
2 Rn⇥n .

a) Zeigen Sie, dass b� a ein Eigenwert von A ist.

b) Bestimmen Sie die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert b� a.

c) Finden Sie einen Eigenvektor zu einem Eigenwert � 6= (b� a) von A.

6. (6 Punkte) Multiple Choice: Auf dem Extrablatt Richtig oder Falsch ankreuzen.

a) Es bezeichne i =
p
�1 eine komplexe Einheitswurzel. Die Matrix

A =

2
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ist unitär.

b) Gegeben sei ein Erzeugendensystem u(1), . . . , u(n)
von V mit dim(V ) = n. Dann sind die

Vektoren u(1), . . . , u(n)
linear unabhängig.

c) Gegeben seien eine invertierbare Matrix S und Diagonalmatrizen D1 und D2. Für A = SD1S�1

und B = SD2S�1
gilt (A� B)2 = A2 +B2 � 2AB.

d) Für eine symmetrische Matrix A definiert xTAy ein Skalarprodukt.

e) Eine QR-Zerlegung angewandt auf die Matrix A liefert die Rechtsdreiecksmatrix

R =

2
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.

Daraus folgt det(A) = 36.

Bitte wenden!



a letzt

Iff zz.ee

III zte z.co

b Orthogonalität impliziert dicht lineare Unabhängigkeit
Trotzdem Beweis Gausses

1 2 2 1 2 2 1 2 2
G G

2 2 1 0 6 3 0 6 3 D rangA 3

2 1 2 0 3 6 0 0 9.5 D Spalten

a E.IE IR f i
ü

0 0

a SVD

ATA.IEEIIIIEWdef IATA AE O



det L O

13 2412 25 ey 52k 169 25

41,2 52kt 144 4 36 X t
In ii 9 30

of my D 5

Ein IATA SI 0

10 10 G 10 10
f t

10 10 0 0

Es span II
Em IATA TI O

10 10 G 10 10
D tzzt t

10 10 0 0
1 1
Ein EiE span v

i E t.mu f EIliIfE
nur X



Um nen uns

m
i.i

Ax bllzt.hrliIIUsvTxbllIllrllI1lSUTxdIlz llrlli D Üb
5vtx dollitlldnllz.hr liS foJd
LEIzDxV51do

ntn l lEH B
x E IE Il

tiE
IEI

L
1 zu

b ATA x ATB D Ab few Y
G



13 5 9 G 13 9

5 13 4 013 Es ttf

D 1169 251 2 52 20

199 tz 77
Xz

13 1 p

13 1
1

a EW det A XI io

det A ll 73 HKO.tt 1270
4

D f 73 4 20 7 270 0 D D
F 7h 2601 270 0

7 5 X 2 D 4225 tz



EV 1A XII 0

Es 0 6 12 0 6 12 0 6 12
G G

0 1230 0 0 6 0 0 6

0 921 0 0 3 0 0 0

7 3 0 xz O mit E span

Ey 6 6 12 6 6 12 6
G 150 1830 0 915 D

g
t

0 915 0 0 0

6 t 10T 12T O

E SPIEß
3

Ez 3 6 12 3 6 12 t zb
G

0 1530 0 1530 D 2T
G 918 0 0 0 O

E spanffÜße

F

b that voller Rang Kent BildIAkspan f E f



a Regeln 1 Alaltttblttlitlalttlttlblt
2 Alaalt i a Alalttt

Kombinierte überprüfung

Alaltltßblt Haltttßblt Hält ßb H

tült tptb.lt Alaltttp Alblt
A n

b 1 0 0 t to Es
E 2T E 2 tt o Es
E setzt o.tt v 3

1 L
1

inderneuen
Basis

d Gs
peilt 1 t.VE 1 htt Ht 0 tt

4
hat T voller Rang Ganssen ja
D patt patt polt sin 1in unabhängig eine Basisvoras



Uz

S l
D hat vollen Rang D q.lt galt bilden Basis

A
d htt 2T iz.tt 0 342433
1 42 2T E 2ft o 13kt 243
1 ttztte 2ft 1243 E 16ft 6 34 243

9
Basisnechsel

D B

det LA TI Io

auf
b diente a in rang A Hat deff 0

A Halt EI

rang 1 dim



c A ist symmetrisch Eu zu anderen

EU steht senkrecht auf den Eigenraum
von X b a

Eb a t.lk a In O

L L

D X 51 Xr n Sz Xz Sn 1

Ss Sz Sn n

E spult li I l
suchen Vektor der senkrecht zu all diesen
Vektoren steht

Espa.SII



a falsen AAT Ig
b true
c ABEBA
SDn5 513251 5131251
5 1351 512551315 BA

true
d Tv wenn positiv definite

false36 falze

f Matrix hat voller Rang
true



f) Wir betrachten die Drehungsmatrix

A =

2
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cos(') sin(') 0
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und die Abbildung

F : R3 �! R3,

v 7�! Av.

Dann ist F ein Isomorphismus.
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